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Insfifuf fiir Angewandfe Mafhemafik, UniversifcYf Bonn 
Bei der Approximation von Funktionen beziiglich einer stetigen Norm 
durch lineare Teilraume stellt sich die Frage, wie man die Teildume zu 
wahlen hat, urn zu miiglichst gtinstigen Fehlerschranken zu kommen. 
Zugleich ergibt sich das Problem, die Fehler der Ableitungen abzuschatzen. 
Als Ma13 fur die Gtite der Approximation bietet sich die Konvergenz- 
geschwindigkeit derMinimalabweichungdesElementesxvomn-dimensionalen 
Teilraum En beztiglich der stetigen Norm pu 
,4x, pu, &) = Wp& - ~4, Y E Cl 
an, d.h. wir fragen nach Nullfolgen {cL,J mit 
lim CC;’ p(x, pu, En) = 0. 
n-903 
Wie man weil3, versagt dieses Kriterium in (B)-Raumen (Korollar 1). Wir 
zeigen, da13 die einzigen (F)-R&tme, in denen dieses Kriterium sinnvoll 
angewendet werden kann, (M)-Raume sind, d.h. RHume, in denen jede 
abgeschlossene beschrankte Menge kompakt ist. In (M)-Raumen mit p- 
absoluter regularer Basis geben wir lineare Operatoren L an, die jedem 
x E E eine Approximation Lx zuordnen, fur die wir eine Fehlerabschatzung 
angeben konnen. In der Bezeichnungsweise schlieDen wir uns Kiithe [3] und 
Pietsch [5] an. 
Es sei E ein lokalkonvexer Raum, U(E) sei ein Fundamentalsystem von 
abgeschlossenen absolutkonvexen Nullumgebungen U von E. Jedem U E U(E) 
entspricht eine stetige Halbnorm pu 
pU(x) = inf{-r > 0, x E TU}. 
Fur zwei Teilmengen A, B von E mit A c B und einen n-dimensionalen 
Teilraum E,, von E sei 
6(A, B, E,,) = inf(6 > 0, A c SB + E,,), 
&(A, B) = inf{G(A, B, E,), E,, c E, dim En G n}. 
FiirxEE, UEU(E),AcUsei 
P(X, pup En) = inUp& - u), Y E &I, 
~(4 PU, En) = sup{&, PU, EJ, x E 4. 
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Dann gilt (vgl. [6]) 
~(4 PU, EJ = &A, U, EJ. 
Ais diametrale Dimension A,(E) bezeichnet man nach Bessaga, Pelczynski, 
Rolewicz [I] und Pietsch [5] die Menge aller Zahlenfolgen 6 = (a,, i EI}, 
(I = {0,1,2,. . .)) mit der Eigenschaft : Fiir alle U E U(E) gibt es ein V E U(E) 
mit V c U, SO da13 fur alle i E I gilt Si( V, u) < 6i. 
Wie das folgende Lemma zeigt, ist die diametrale Dimension nur in (M)- 
Raumen nicht trivial. 
LEMMA 1. Es sei E ein (F)-Raum. Es gebe ein 6 E A,(E) mit lim,,,& = 0. 
Dann ist E ein (M)-Raum. 
Beweis. Sei B eine abgeschlossene beschrankte Teilmenge von E, d.h. fiir 
alle V E U(E) gibt es ein T” mit B c 7y V. Zu U E U(E) gibt es nach Definition 
der diametralen Dimension ein V E U(E) mit a,( V, U) s Si, also ist 6,(B, U) Q 
ry 6i. Daher ist &(B, U) fur alle U E U(E) eine Nullfolge, somit gibt es ftir 
E > 0 ein n mit S,(B, U) < E fiir alle i > n. Daher existiert nach Definition von 
6,(B, U) ein endlich dimensionaler Teilraum EI von E mit B c EU + EL. Weil 
LJ, = U fl Ei ohne Beschrankung der Allgemeinheit als beschrankte, also 
kompakte Teilmenge eines endlich dimensionalen Teilraumes El angenommen 
werden kann, gibt es endlich viele Elemente xl, . . ., xk mit 
Ein beliebiges Element x E B 15Bt sich darstellen in der Form x = my + z, 
z E E,, y E U. Dann gilt 
P& s CPU(Y) +P&) s E + MB, W 
Folglich hat man 
x E EU + (E + 6,(B, U)) Vi c 5 {Xj + 2eU). 
j=l 
Also ist B durch ein endliches (2E)-Netz iiberdeckt und somit kompakt. 
Gibt es in A.(E) eine Nullfolge S,, so gibt es zu jeder beschrankten Teilmenge 
B und zu jeder Nullumgebung U eine Folge von i-dimensionalen Teilrgumen 
El mit 
lim 6; ’ p(x, pu, Et) = 0 
i-m 
fur alle x E B. 
Wir beweisen nun eine Umkehrung dieses Sachverhaltes. 
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SATZ 1. Sei E ein reJexiver (F)-Raum und {q} eine monoton fallende Folge 
positiver Zahlen mit lim,, I - a 0. Fiir alle U E U(E) gebe es Teilriiume Ei 
mit dim Er G i, so dajfiir alle x E E gilt 
lim ai’ p(x, pv, EJ = 0. 
1-m 
Dunn ist E ein (M)-Raum. 
Beweis. Sei B eine abgeschlossene beschrankte Teilmenge von E. Ftir alle 
E > 0, ftir alle U E U(E) und ftir alle i E I gibt es ein xI E B mit 
p(xt, pu, Ed > W, U, ~5) - e. 
Da B schwach kompakt ist, gibt es eine schwach gegen x0 konvergente Teilfolge 
(~~3 der Folge {xl}. Daher gibt es ein k. mit 
fur alle k 2 k,. 
Also ist 
Pbo, Pm 43 ’ m u, G3 - 6 
yz ai’ S(B, U, EJ = 0, 
-3 
und wegen 6,(B, U) G 6(B, U, E,) 
l(iz cc;’ S,(B, U) = 0. 
+ 
Daher ist B kompakt, und Eist als (M)-Raum nachgewiesen. 
Da ein (B)-Raum, in dem beschrankte Mengen relativkompakt sind, endlich 
dimensional ist, haben wir das 
KOROLLAR 1. Ist E ein refexiver (B)-Raum, so folgt aus den Voraussetzungen 
von Satz 1, da/ E endlich dimensional ist. 
Damit haben wir einen Satz von Bernstein erhalten (vgl. Timan [9], S. 40). 
Wie von Pallaschke [4] gezeigt wurde, gilt dieser Satz von Bernstein such in 
einer groBen Klasse von metrischen, z.B. in lokalbeschrankten R&men. 
KOROLLAR 2. Ist E ein reflexiver (F)-Raum und CL~ G (i + 1)-3, so folgt aus 
den Voraussetzungen von Satz 1, da@ E nuklear ist. 
Beweis. Nach Pietsch [5] ist E nuklear, wenn alle kanonischen Abbildungen 
E(B, U): E(B) + E(U) nuklear sind. Dabei ist E(B) = U nB, normiert mit 
IlEN 
der Norm pe, B absolutkonvex und kompakt, E(U) = E/p;‘(O), normiert 
mit der Norm pv. Wegen 6,(B, U) G y(i + I)-’ mit einer Konstanten y > 0 
ist die kanonische Abbildung E(B, U) aber nuklear. Wir vermerken noch, 
da8 die Bedingung 6i(B, U) G y(i + 1)-3 nur eine grobe Abschatzung ist. 
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1st aber E nuklear, so gibt es zu jeder beschrankten Menge B und fur alle 
U E U(E) schon Teilraume Ei mit 
lim (i + l)kp(~, po, Ei) = 0 
i&m 
fiir alle nattirlichen Zahlen k und alle x E B (vgl. [6]). 
Sei U, VE U(E) mit Vc U, dann gibt es nach Definition der i-ten Durch- 
messer Teilraume EI mit 
6(V, U, EJ = inf(6 > 0, Vc 6U + Ei} < 26i( V, U) 
d.h. jedes x E V la& sich darstellen in der Form 
x=6yi-z mit YEU und zcEi. 
Dann gilt 
P”(X - 4 = P”@Y> G 6. 
Damit erhalten wir fur eine Fehlerabschatzung den 
SATZ 2. Sei E ein Iokalkonvexer Raum. Fiir alle U, VE U(E) mit VC U 
gibt es Teilriiume E1 von E mit dim E, G i, so daJ gilt: 
Fiir alle x E E gibt es ein z E Ei mit 
PLdx - z> Q 26i( v9 W PYCs). 
Fiir die praktischen Anwendungen ist die Aussage dieses Satzes noch zu 
schwach. Wir werden daher fiir gewisse lokalkonvexe Raume eine Methode 
angeben, die es erlaubt, sowohl die i-ten Durchmesser a,( V, U) zu berechnen 
als such Teilraume EL zu finden, deren Existenz in Satz 2 nachgewiesen wurde. 
Jm wesentlichen geht diese Methode auf Dragilew [2] zuriick. 
Eine Folge ee, e,, . . . von Elementen eines lokalkonvexen Raumes E hei& 
eine Basis, wenn es ftir alle x E E eine eindeutig bestimmte Zahlenfolge 
7703 7113 q2t *** gibt, so da0 gilt 
x = lim i qi e,. 
n-rm i=o 
Durch den Ansatz 
oder 
(ei, Sk) = &k 
qk = cx, h> 
werden Linearformen X auf E definiert, die stetig sind, wenn E z.B. ein 
(F)-Raum ist. 
Eine Basis (q] eines (F)-Raumes E hei& nach [7] p-absolut, (p 2 l), wenn 
die Topologie von E such durch das System der Halbnormen 
4dx) = ( ii$o I(x, fi)i’Pd~i)P)l’p 
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erzeugt werden kann, dabei durchlaufep, ein Fundamentalsystem von stetigen 
Halbnormen von E. 
Eine p-absolute Basis heil3e nach Dragilew [2] regular, wenn fur alle stetigen 
Halbnormen die Folge 
b(ei>lPded, i E 13 
monoton ist. Wir bezeichnen mit 
U,(E) = (V, V = {x E E, q,(x) < l }, U E U(E), E > O}. 
LEMMA 2. Es sei X ein normierter Raum mit der Einheitskugel Xv, P: X --f X 
eine lineare Abbildung mit \]I’\] G 1, P2 = P und dimP(X) = n + 1. Dann folgt 
fiir jede beschrankte Teilmenge A von X aus der Beziehung 
die Ungleichung 
Xv r-l P(X) c S-IA 
4&4, Xv) > 6. 
Dieses Lemma ist bei Pietsch bewiesen ([5], S. 130). 
LEMMA 3. Fiir die mit den Zahlen 6, > 6, > S2 > . . . > 0 gebildete beschr&tkte 
Teilmenge A von I* 
gelten die Identitiiten 
&(A, U) = Si”*. 
(U ist die Einheitskugel volt I*.) 
Beweis. Wir betrachten in l* in Anlehnung an Pietsch die linearen Teilrlume 
F,,,=(~~lP,~l=Ofiiri>m). 
Dann bestehen wegen 
i$m hil” G ijIm ~rx~r’1%1” =G %I ,I ~~llT*Ip G %I 
die Beziehungen 
Ac#‘*U+F m IX- 
Also ist 
&(A, U) < S!,/*. 
Wir betrachten nun die Abbildungen P,: ID --f 1’ mit 
7 +, {%h ql, * * *Y qrn, 0, O, . .-I- 
Dann gilt IIP,,,II G 1, P,,: = P,,, und F,,,,, = P,,,(I*). 
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Wegen 
gilt 
UflF,,,,,~6,“pA. 
Also folgt aus Lemma 2 
damit gilt also 
%,,(A, U) > S,!P, 
&,,(A, U) = 8;‘“. 
Wir kommen nun dazu, fur einen (F)-Raum E mit p-absoluter regularer 
Basis (et} die i-ten Durchmesser zu berechnen und die in Satz 2 garantierten 
Teilraume zu bestimmen. Wir betrachten zwei Nullumgebungen 
Vk = 
1 
x E Ey ,z I(x, fJIPPdeJp G 1)) 
k o(1,2} mit VI c V,. Wegen VI c V, ist {p2(eJ/~,(e,)) monoton fallend. 
Die Menge 
entspricht der Menge A in Lemma 3, der Raum Xp 
( 
co 
A” = 77 = i(X, .A>], C lrlilpp&Jp < xc, x E E 
i=O I 
ist ein dichter Teilraum von Ip mit der Einheitskugel 
i 
17 6 ha, ,.fo hrlPp2@JP G 1 
I 
Daher erhalten wir aus Lemma 3 den 
SATZ 3. Es sei E ein (F)-Raum mit p-absoiuter reguliirer Basis (eJ. Sei 
El = spann [e,, e, , . . ., e,-, 1, V,, V, E U,(E) mit V, c VI. Dann ist 
WI, v,,m = uv,, V*) =P#. 
Fur einen (P)-Raum mit Basis (ei} bilden wir den linearen Approximations- 
operator 
n-1 
L,X= 2 (X,fi)ei. 
f-0 
Pann erhalten wir aus Satz 2 die Fehlerabschatzung 
LINEARE APPROXIMATIONSOPERATOREN IN(kf)-R&JMEN 371 
SATZ 4. Es sei E ein (F)-Raum mit p-absoluter regultirer Basis (eJ. Dann gilt 
fiir alle x E E und fiir alle U, V E U,(E) mit V c U die Fehlerabschiitzung 
Da in einem nuklearen (F)-Raum jede Basis absolut ist, gilt Satz 4 in allen 
nuklearen (F)-Raumen mit regularer Basis. Wir verweisen auf die Beispiele 
in [6]. Wir geben daher abschliel3end ein Beispiel eines nicht nuklearen 
(M)-Raumes mit 2-absoluter regularer Basis an. 
Es sei f :R --f R eine integrierbare Funktion mit der Periode 27~ und es 
gelte 
s ;” f(t)dt=O. 
Dann ist fur jede Zahl tc > 0 das Integral I,(f) der Ordnung a definiert durch 
Z,(f) (t) = T(a)-’ l’, (t - T)~-I f(T) d7 
und die Ableitung der Ordnung CC = n + y (0 G y < 1) durch 
g f (t) = -g L,(f) (th 
(Diese Definition geht auf H. Weyl zuri.ick, vgl. Zygmund [IO].) Insbesondere 
gilt 
Cost nt = #(c, cos nt + s, sin nt), 
dt” 
-&sin nt = $(c, sin nt - s, cosnt), 
mit 
c,=cos$ -r), 
Wir setzen 
s, = sini(l - 7). 
u(f) = f; f(t) dt 
fiir eine beliebige integrierbare Funktion der Periode 277 und definieren die 
Halbnormen 
Pa(f) = (jr (f(t)l’dt)“2 
Pa(f) = (1; /-&(f(t)-4f))/2dt)1’2 
ftir a > 0. 
25 
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Auf dem linearen Raum Hii,2 aller %r-periodischen Funktionen J‘ mit 
&3(f) < co fur alle /3 mit 0 < /3 < TV. 
wird durch das Halbnormensystem {ps, 0 < /I < LX) eine separierte lokal- 
konvexe Topologie gegeben, so dab Htia2 ein (F)-Raum ist. Jede Funktion 
f E HCm2 gestattet eine Fourier-Entwicklung 
und es gilt 
f(t) = 0, + 2 ~7,~cosnt + b,sinnt 
n-1 
pg(cosnt) = nqcg* + q2p* = 9, 
ps(sinnt) = np(cB2 + So*)‘/* = F#, 
Also wird die Topologie von Hii,* durch die Halbnormen 
q,*po(cos nt)* + $, b,,*p,(sin at)* 
112 
und 
P+df > = (*$* 
l/2 
a,*pp(cosnt)* + b,2pS(sinIzt)2 
> 
fiir 0 < /3 < CL erzeugt. 
Die Basis { 1, cosnt, sinnt, 12 E N} ist daher 2-absolut und regular. Bezeichnet 
man mit (s,~) den gestuften Raum 2. Ordnung [3], der aus allen Zahlenfolgen 
613 mit 
q~(q)=(& j~n~2n2~)1’2<m fiirOd/3<cr 
besteht, so ist durch 
f t+ (00) x i~,t, n E N> x (bn, n E Nl 
ein Isomorphismus von Hii,* auf R x (s,*) x (s,*) gegeben. Da (s,*) nach 
einem Kriterium von Grothendieck und Pietsch nur fiir CL = co nuklear ist 
((s,*) ist der Raum (s) der schnell fallenden Zahlenfolgen), aber nach einem 
Kriterium von Kothe ein (M)-Raum ist, ist such H&* nicht nuklear fur 
CL < 00. Aus Satz 4 erhalten wir also fur die Approximation einer z.B. ungeraden 
Funktion aus Hii,* durch Sinusfunktionen die Fehlerabschatzung fur die 
Ableitungen 
Pg(f - L” f > G nY-%$f > 
ftir y < 8. Weitere (M)-R&me werden in [S] behandelt. 
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